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Cinemática Inversa…

q=g(x,y,z,q,f,g)

Cinemática Directa…

X=f(q1,q2,…,qn)

Velocidad Cinemática

nq  6X

Información de Posición de un robot…

???

nq  6X

Pero, que relación existe entre las velocidades???
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Velocidad Cinemática

Consideremos x=f(q1)…

q1

q2

Px

Consideremos x=f(q1,q2)…

q1

x La derivada es la pendiente…

La derivada?????

q2

q1

Versión vectorial de la 
derivada… 

JACOBIANO…
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Velocidad Cinemática

Importancia del JACOBIANO…

Está relacionado con:

• Configuraciones Singulares 

Análisis de redundancia

Planificación de trayectorias

Uso de algoritmos de Cin. Inversa

Dinámica del robot…Fuerzas estáticas
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Velocidad Cinemática

EL JACOBIANO…
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“Cambia con el tiempo”

Consideremos 
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“La posición y la orientación 
cambia con el tiempo”

Para un robot la cinemática viene dada por
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Velocidad Cinemática

Definamos…

q1
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q3
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Y0

Z0
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qn

Velocidad Lineal 
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Velocidad Angular 
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Velocidad Cinemática

Cálculo del JACOBIANO…

Método analítico ),...,( 10 n
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T qqdX 

Velocidad Lineal qqJV L
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Velocidad Cinemática

Cálculo del JACOBIANO…

Método analítico ),...,( 10 n

n qqR

Velocidad angular qqJn
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Velocidad Cinemática

Ejemplo…
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Velocidad Lineal 
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Velocidad Cinemática

Ejemplo…
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Velocidad Angular 
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Velocidad Cinemática

Ejemplo…
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Agrupando tenemos…
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JACOBIANO
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q1

q2

q3

X0

Y0

Z0

El Jacobiano

Link 3

qn

 n

xnnwwww

nllll

JJJJJ

JJJJ

JJJJ
J







321

6321

321













Articulación

Prismática

 
  












13

131

0 x

xi

i

Z
J













1000

11111

0

iiiii
OZYX

A

Articulación

Rotacional
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Un Ji por cada articulación…

Método Cinemático
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El Jacobiano… Ejemplo
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El Jacobiano… Singularidades

q)q(Jv 

q1

q2

q3

X0

Y
0

Z
0

Link 3

qn

J1

q1

q2

X0

Y
0

Z
0

qn
J2

Si para una 

configuración 

q1,q2,…,qn el 

Jacobiano J pierde 

Rango…

Configuración 

Singular

Conocerlas es importante 

por:

a) Se reduce la movilidad 

del robot

b) Pueden existir infinitas 

soluciones a la Cin. Inv.

c) En la vecindad de la 

singularidad, se puede 

“exigir” demasiado al 

robot…
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El Jacobiano… Singularidades

Existen dos clases de 

singularidad…

DE FRONTERA INTERNAS
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El Jacobiano… Singularidades…Cálculo…

En la singularidad “J” pierde rango por 

lo que…

     existenoqJqJdet
1
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Ej…
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El robot pierde 

movilidad en “Y”…

Singularidad de 

Frontera
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El Jacobiano… Singularidades…Cálculo…

Cuando “J” es cuadrada…la inversa viene a ser…

       existenoqJqJdetvqJq
11

0







Cuando “J” no es cuadrada…como invertimos?
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“J+” es la Pseudoinversa

Si   r < n
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“J+” es la Pseudoinversa

por la derecha…
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El Jacobiano… Singularidades…Cálculo…
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“J” reducido…
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Conf. Sing. (q1,0,d3)
Variación de q1 no afecta 

al elemento terminal…
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El Jacobiano… Algoritmos de cinemática Inversa

Así, el algoritmo puede implementarse como…

Kxd

Cinem. Direc

J(q)-1
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e qq
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El Jacobiano… Relación PAR-FUERZA

La Estática estudia la relación entre distintas 

fuerzas…con el robot en equilibrio

q1

q2

q3

X0

Y0

Z0

Link 3

qn

 T
zyxzyx

MMMFFFF 


F

M

 dqqJxdSea 


qdw

xdFw

T

T











g

Por el principio del trabajo 

virtual el robot está en 

equilibrio si…
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